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VoonJracht :Ln de serJ.o 11 /\ctualiteiten 11 
oµ zatcrCag 0 7 februari 1960 door 
Een methodc van Mardell 
'1. Herm:,.t2 [ 1 J h-...:eft tuee rnctho(Jen aangc:gevcn om ZiJn bekende 
schatting af te le en voor hct arithrnetisch minimum van een pa-
r, 
sitief {icfirnetE: n-aire lcVJadratischc vonn F"'.(:-:_ 1Jzr,, .•• _,x,_,): C. L! 
··1 l.j. i- ( n - 1 ) ,n;-:-( 1) nun FL(u,15 u,),•••,u,7)~(-:,;-) 2 vD 
u,1:) ••• ,l-\1 gcheelJ niet alle o c... ' :> 
(D = determinant der co~fficienten van F 2 ). De kleinste constante 
die rechtrs als factor van 'VJ_) toc::gelatcn :Ls 0 hect nu constante: 
van Herrni.te; ;(. 1..Jc ziJn hier geintcresseer'ci ].n Hermite 1 r3 eerste 
n 
methode, die een gcneralisatie is van Gauss 1 bchandeling van po-
sitieve tcrnaire vormen [2] . DaarbiJ wordt een (n-1)-aire sectie 
van F 2 genomen en de geadjungeerde vorm van F2 in de beschouwing 
betrokken (zie ook Bachmann C::,J, :), j-;:9!-). In 1,~czen bev,JiJst 
Hermite de pas veel later door Mardell [6] en 9ppcnh~im [9] ox-
pliciet afgcleidP relatie: 
( 2) 
Het is duiGeliJk dat (1) u:Lt (~:) ,::n clc, cloor 
volledige inductie naar n. 
Later is bovenstaande mcthodc herhaalde malen toege st in 
de meetkunde der getallcn, met name c]oor Mordell [l+,5>6>7.,8 .J, 
ma a r ool-::: cl oor Korkin-Zolota rew ['I'.::'. J, Oppenheim [ 9, -1 O, 1-1 ] , Mul-
lender [13] J Davenport [14] en Rankin [15]. toe ssingen be-
treffen positieve kwcitjratische vormen., ppoclucten van lineaire 
vormen ~ kruizingen daa rtusi:;en, indefiniete biac1 ra -cische vormen 
en nog andere vormen. Armitage [16] heeft een slechts ten dele 
geslaogde paging ondernomen om de toepassingen te laten volgen 
uit ~~n algemene stelling. Twee toepassingen warden uitvoerig be-
sproken in het recente boek van Cassels (17], p. 8-279, waarbij 
-2-
echter de grondgedachte nog vaag blijft en schuil gaat achter de 
details: 
'' ...... so in general we have replaced one n-dimensional 
problem by another> rather vaguer, one for the polar 
lattice, together with an (n-"1)-dimensional problem". 
In het volgende zullen we pogen een systematische uiteenzetting 
te geven van de methode en zijn toepassingen. 
2. We geven cerst enige bugrippen en notaties, 
Punten in R geven we aan met x,y,z, a,b,c, x1 ,x2 , ••• , het inpro-
n 
duct van x en y met x,y, De eenheidspunten op de co~rdinaatassen 
1 2 n 1 2 geven we aan mete ,e , ... ,e ; en u,v,w,u ,u , ... betekenen pun-
ten met gehele coordinaten. Het rooster der punten u is Y; een 
willekeurig rooster kunnen we aangeven met 
I\= AY, A een niet-singuliere matrix. 
De kolommen van A geven een basis van A (we spreken van de basis 
A van A); verder is A bepaald op een rechtsfactor Una (automorfie 
van Y; gehele matrix met determinant ±1). De determinant van A 
geven we aan met d(A). 
In het volgende is van belang het polaire rooster 
(3) ~ !': lo /\ = A Y , A gespiegeld inverse van A. 
Het bestaat uit de puntcn y waarvoor 
x•y = geheel voor alle x E- /\ • 
Want dit laatste betekent dat u.ATy = geheel voor alle u, dus 
T T 1 · * { 1 2 n} Ayr:.,Y,dusyt(A)-Y==A""Y.DebasisA = b,b, ... ,b van 
I\ * { 1 2 n l wordt als volgt bepaald door de basis A= a ,a , ... ,a 1 van 
/\ : 
bi= normaal op de deelruimte der aj(jii); i i b ,a =1. 
Een gevolg is: is Leen (n-1)-dimensionaal deelrooster van A, 
met (n-1)-dimensionale determinant d(L), dan bevat het reciproke 
rooster /\ * een primitief punt a"'" , dat loodrecht staat op de deel-
ruimte van Len voldoet aan 
( 4) 1 a~ I = d(L)/d(/\). 
Tenslotte wijzen we op de regel 
( 5 ) ( AB ) * :: A" B * . 
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Met een basiswi:Jziging A - AU van /\ komt dus overeen de basiswij-
~- * .,.,!;· ,,,.. 
ziging A -➔• A U van A . 
Zij Seen n-dimensionaal (gesloten) sterlichaam van eindig 
type, d.w.z. met toegelaton roosters. Zo'n sterlichaam hoeft zeker 
niet begrcnsd te zijn. Hct wordt bepaald door een continue functie 
F(x), die voldoct aan 
(6) F(x) ~ O:: F(-cx) =J'::\F(x) (x 6.R11 ., "v reecl), 
en wel is ,S de vcrzamol:lng cler x met F(x) 1 ,,I. In formulcs treedt 
vaak een positieve macht Fh(x) op. Is A een rooster~ dan is 
inf F(x) 
x/0_,X6/\ 
, de onderste grens der getallen ~ > 0., zo dat A toegelaten 1s voor 
:\ S; clcze wordt aangegeven met 'A(S, 1\) of ·;;.(F, 1\). Het absolute mi-
nimum ~(S)= ~(F) is de bovenstc grens van ~(F,A) over de roosters 
met determinant 1: 
( 7) i(F) = sup ~(F,A) = sup ~(F,A)d(A)- 1/n . 
d(,1\)='I t\ 
Een triviaal gevolg van deze definitie is 
( 8 ) voor a llc /\ . 
Het hangt samen met de determinant ~(S) = determinant dichtste 
S-toegelaten rooster d.m.v. 
( 9) "I I 'j\((') -- A(<:<)- ;ll I. 0 -- u c) 
Voor machten van F stellcn we 
(10) ( h ) h(. 1-. F, I\ ==" Fi/\,).; 
J. tle wendcn ons thans tot Hermite en geven ZlJn gedachtegang 
() 
weer in meetkundigc en iots vereenvoudigde vorm. Zij F0c de vorm 
2 )xi en S de eenheidsbol. ~en willekeurige posltieve kwadratische 
() I") 
vorm FL(x) kan geschreven warden als ! Axle, met A bepaald op een 
r) 
linksfactor Ona. Het arithmetisch minimum van F~ is dan niets an-
') 2 ') 
ders dan het minimum ~(Fe, A)= ~-(S,A) van FL t.o.v. het rooster 
A=AY. Hierbij is d(/\.)=ldef A\= {D. Merk op da~ ( =7'(F2 )=1/(s). 
n o 
We beschouwen nu het hypervlak H door cen willekeurig (n-1)-
dimensionaal deelrooster L van A. Zijn vergelijking is te schrij-
ven in de vorm 
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( 1 '1 ) * a .x = O, 
Trivialerwijze geldt: t\ (S, r\);;; 71(Hr, S,L). Hillen we de laatste 
uitdrukking zo klein mogelijk hebben, dan moeten we uiteraard de 
determinant van L zo klein mogelijk zien te krijgen. Hegens (4) 
betekent dit dat la~\ zo klein mogelijk moet zijn. Nu kunnen we 
zeker ma ken /a* I~ 'i\(S, /\.1,1-). We stuiten dus op de analoge grootheid 
t.o.v. /\.*. Wegens (lJ-);(8) en cl(;\~)=1/d(,I\.) hebben we 
cl ( L) ;; 7\. ( S _, ;\ "·) cl ( /\ ) 
;; A ( S ) cl ( /\ ~f1 / n cl ( ;\) = r. ( S ) d ( A) 1 - "1 / n , 
Dus hebben v<Je, als vie (8) toe fJScn op HnS, 
?-(S,1\) j :l\(Hl'.,'3,L) ~ 7,(H nS) d(L) 1 /(n- 1 ) 
1 / ( n - /1 ) /1 /n t A(HnS) 1'(S) d(;\) . 
Hieruit volgt 
'1 / ( n 1 ) 
7'. ( S) ~ r·, ( H r1 S ) 7'.( S ) - • 
Dit geeft (2); wegens 0 ?..c:(S)= Y , 
1:1 
Het 1s interessant op te merken dat men in geval n=-4 uit (2) 
meteen de juiste waarde van Yii. vindt. Want enerzijds leidt ff'= '{2. 
tot t 4 ; 1/2, en anderzijd s heeft de vorm 
( 1 2) 2 3) ( 3 4) ( 3 4)12 2DL[ = j x1 e -e +x 2 (e -e +x3 e -e +x4 e +e · 
'J( 2 . . 2 " 2 2) 
= ~ x1-x1x2+x2-x2x3+x3-x2x4+x4 
mlnimum 2 en determinant ~- J zodat 2 ~ ,tJ1. ,o/4, i .c. ll} ~ \/2; dus vin-
den we 64= V2. Dit resultaat is, in andere bcv10orcHngen, rnaar met 
de methode van Hermite, reeds gevondcn door Korkin en Zolotarew 
[ 12] . 
Mardell [6] merlct op dat dit SLJelletje zich rner-kwaardigerv-Jijze 
herhaalt bij n=B. Enerzijds volgt ui.t t 7= ~fe;4 dat y8 ~ 2, en ander-
zijds heeft de vorm 
· n 0 0 0 2 2 
2Eg = J 1· x1t 1 j c. == 2(x;-x,1x 2+x2-x2x3+x3-x3x1f+ ..• +x7-x5x8 +x 8 ) 
minimum 2 en determinant 1, zodat t 8 ~ 2. Dus is y g=2. Hierboven 
kan men voor de t 1 nemen de volgende vectoren in een R9 : 
2 3 3 4 8 9 1 ~ 2 6 2 7 8 9 e -e ;e -e , ... ,e -e , - 3(e +e + ... +e )+ 3 (e +e +e ). 
De vormen n4 en Eg representeren zekere compacte, enkelvoudige Lie-
groepen (Coxeter [18]). 
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4. Bovenstaande mcthode kan gegeneraliseerd warden. Zij 
S:F(x) ~ 1 een sterlichaam van eindig type dat een groep van auto-
morfieen met nader a~!n tc gc:ve11 eigenschappen toelaat. Zij ;\ =-AY 
een willekeurig rooster. 1j Leen of ander (n-1)-dimensionaal 
deelrooster, in een hypervlak H. We kunnen de vergelijking van H 
weer schrijven in de vorm (11). Triviaal is weer 
Nu zal echter bij andere keuze van het deelrooster L niet al-
leen d(L), moar ook i,(Hn,S) veranderen. Laton we eens een auto-
morfj_e .Sl van S toepassen. Die laat [_; invariant en transformeert 
I\ ,L,H. Uiteraard blijft 7'(Hn S,L) hetzelfde. Het polaire rooster 
van .fl/\=.flAY wordt wegens (5) gegeven door n~A""Y=-o,'''/\,'\ en het 
* Is· punt Sl. a· is norma a 1 op n H. 
Laten we eens aannemen dat elk vlak HJ waarvoor het (n-1)-
dimensionale sterlichaam Hn. .S van eindig type is, door een geschikte 
automo1"fie .rz.. H van S overgevoerd lrnn wordcn in een vast vlak H0 • 
Voor al zulke vlakken H ligt ..n.i\a"· op een vaste rechte door O, n.l. 
de normaal op H • Het gaat er om hct roostcrvlak H z6 te kiezen dat 
0 I n;ra" \ zo klein mogcl1jk is. 
We merken nu op dater wel een sterlichaam T : G(x), 1 is dat 
;i 
de transformaties st als automorfieen toelaat. We nemen aan clat dit 
weer S is, da t dus met elke: automorfie ..n. ook S).:."' een automorfic van 
Sis. Dan is 
F(.n'~1a ") == F(a ;,,) 
en gaat het er ons dus om in Ai een (primitief) punt aM te vinden 
waarvoor F(aM) zo klein mogelijk is. We zijn daarmee gestuit op het 
oorspronkelijke probleem, nu voor r\ ,f • We kunnen in elk geval mal<:en 
F(a*)& "i\(S, /\"). Er z1jn tvvee gevallen 
1°. Het bijbehorende ster•lichaam Hn S is van eindig type, i ,e. 
6. (H n S) < oo. Dan kan a"' overgevoerd worden in een punt /.0 van een 
vaste rechte> zonder dat F(a '") verandert; dus is F(a I<!')> 0, omdat an-
ders F(a *)==0 zou ziJn voor alle H met L';;. (H n S) < oo en dus F(x)==O 
zou zijn op een verzameling van positieve maat. Als nu a 0 een punt 
op de normaal van H 1s met F(a 0 )=1J dan hebben we 
0 
7\ ( S., 1\) .;i 7'. ( H ri S , L) = 11. (H O rt S , .n HL) 
:i /\ (Hon S ) d ( .n HL) 1 / ( n-1 ) 
en 
d ( ..fl HL) = l _o_ ~a~ \ d ( /\) :::: F ( .n ~Ha "") l a O \ d ( ,,\) 
< 7\ ( S, /\. "') I a O \ • d ( /\) 





2°. Hf"\S is van oneindig tyi)e. Dan is, wegens (9), 71.(HnS)=O, 
ook 7\(HnS,1)::::0 en 7\(S, /\) == O. 
Uit 1° en 2° tezamen volgt 
7\(s) ~ '?\(Hor\ S) . { r.(S) \ao !}1/(n-1), 
7'-(S) ~ {i\(Hor1 S)n-1 I ao 1}'1/(n-2). 
Natuurlijk kan de redenering gemakkelijk uitgebreid worden 
tot het geval dat ieder vlak H met ~(Hri S) < oo overgevoerd kan 
worden in ~fn van eindig vele vlakken H1,H2 , ... ,Hr. We hebben dan 
de volgende stelling bewezen. 
Stelling. Zij Seen sterlichaam van eindig type, met afstands-
functie F(x), en met een groep r van automorfieen. Laten HP 
hypervlal<ken door Oen bf punten zijn zodanig dat bf normaal is 
op Hp en F(bf)=1 (_p=1,2, ... ,r). Onderstel vet"'der: 
a) als ..n. 0 r, dan ..a.*6 r 
b') als H een hypervlal<: door O is met t1(HnS) < oo, dan is 
.n.H=Hf voor ge~chikte SlE,r en geschikte index f ~ r. 
Dan geldt: 
(12) 11.(S) ~ max { ?c(H n S)n-'1 \ bf 1} 1/(n- 2). 
,i r, f 
_f::1,c., ••. ,r 
Het is duidelijk dat men de voorwaarde b') mag vervangen door 
de twee volgende: 
b) bij elk punt bfO met F(b) > 0 bestaat een automorfie 
.n. E:. r met .o.. b = <>'- b 1' ( ct reeel) voor een p ~ r 
c) als b/0, F(b)=O en H loodrecht op bis, dan is A(HAS)=co. 
Een iets specialere stelling is te vinden bij Armitage (16]; 
zijn bewijs bevat nog een lacune, in zoverre de voorwaarde c) weg-
gelaten wordt. Als in de toepassingen een punt bf niet op een der 
co~rdinaatassen ligt, dan .zullen we H n S projecteren op een coor-f 
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dinaatvlak - hetgeen neerkomt op het elimineren van de resterende 
coordinaat m.b.v. de vergelijking voor Hf . Geven we de correspon-
derende coordinaat van bf aan met (df en de projectie van H n S 
f f 
met Sn_ 1 , dan hebben we 
(13) 7'(Hpns/1 - 1 jbfl = lbfl/n(Hfns) =l~I'j/ti(s;_1 ). 
Een generalisatie kan men krijgen door de transformaties ..a.~ 
alleen maar automorfic~n te laten zijn van een sterlichaam T 
(zie hierboven en v. Galen [19]). 
5. We bespreken nu toepassingen, allereerst de twee die door 
Cassels behandeld warden. 
I. (1~ p~n-1). 
We stellen gemakshalve de determinant van F(x) ~ '1 voor door b... 
0 p,q 
en het absolute minimum van Fc(x) door f (q=n-p). p,q 
De groep r wordt voortgebracht door de euclidische draaiingen in 
de (x 1 ,x2 , ... ,xp)-ruimte, die in de (xp+1 , ... ,xn)-ruimte en de 
hyperbolische draaiingen van R in het (x~,x )-vlak. Dan is vol-n , n 
daan aan a). Is btO en F(b)=O, dan is 
..I'1.. b = o:.(e 1 + en) 
voor geschikte ..n.. e:. r en geschikte reele o.. ; daarbij is .n.H n S de 
oneindige cylinder 
2 2 2 2 ) 
x~+xn=O, x 0 + ... +x -(x +~+ ... +x ~ = O, 
I C P P I n- I 
en is HnS dus van oneindig type. Is F(b)tO, dan is er een ..n.E:r 




( . ) n-2 r "' max v v p,q = () p-1 Jq, 0 p,q-1 (p+q=n). 
Dit resultaat is in wezen afkomstig van Oppenheim [10]. De waarde 
12 , 1= fy geeft meteen de juiste waarde / 2 , 2= Y2/3 (Oppenheim 
[11], Cassels [17]). 
II. ( n=3) . 
De automorfieen zijn hier x .. ='t1x! (1=1,2,3), Tft.=+1. Dan is a) l l J. -
triviaal. De Huit c) gaan door een coordinaatas, en dan is A(HtiS)=oo. 
En cl:-c punt b met F(b) >0 ls over tc V'.)C•t:.n :.i.n ~'.en punt (0!.,11t,«-). We 
vinden zo, als we op (13) letten: 
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(15) 7'.(F) ~ 1?(s2 ), waarbij s2 : l x,1x 2 (x 1 +x 2 )j ~ 1. 
Uit bekende resultaten volgt L'.t(S 0 ) = Tr. Verder is er een totaal 
L 
re~el algebraisch getallenlichaam met discriminant 49; dit leidt 
tot een rooster met determinant 7, toegelaten voor het sterlichaam 
F(x) l\i '1 (vgl. een algemeen en e;envoudig resultaat van Hofreiter 
[20]). Dan is t.t(S) 1: 7, of1vel 1\(F3)i; i· Dus is /\(F3)=; (zie 
Mord ell [7 ]) . 
III. F 3 (x) = I x 1 (x~+x~) j. 
Hier vindt men op analoge vJiJZe 7'.(F3 )=2/I23 (Mardell [7 ]) . 
IV . F n ( x ) = I x 1 x 2 ... :: n \ . 
De methode van II geeft onmiddellijk A(F) ~ {A(S 11 _ 1)}(n-'1)(n-2); 
waarbij S11 _ 1 gegeven wordt door I x1x2 ... x11 _ 1 (x1+x2+ ... +x11 _ 1 )! ~ 1. 
Mardell [4,5] geeft voor enige n ondergrenzen voor ~(Sn_ 1 ) door 
een convex lichaam in te passen en de stelling van Minkowski toe 
te passen. 
V. Zij S het gebied O < F 2 (x) ;i 1 (geen sterlichaam), waarbij F2 (x) 
gegeven is als onder I, en zij 6* het absolute minimum van S. pjq 
In het speciale geval p=q zijn er bij een gegeven rooster A zowel 
punten a"" met O~F(a"'")~ 1t(S.,A*) als puntcn a"" met 0:ii-F(a"h7\(S,i\¼,). 
Dit leidt tot 
(16) Y * • ( yiv v"' . )(2p-1)/(2p-2) . o t min o 1 . > ~ i-:i , p - ·1 P,P p- ,P L, 
In het geval p=2 is hier, blijkcns bekende resultaten, juist gelijk-
heid (zie Cassels [17] J p.272 en 33J): 
6. De methode is ook van toepassing als S geen automorfie~n toe-
laat, al zal in het algemeen het resultaat minder bruikbaar zijn. 
* Zij weer Seen sterlichaam van eindig type, A een rooster, a een 
* * primitief punt van /\. en H het hypervlak door O loodrecht op a • 
Dan is weer 
dus 
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Laten we het hypervlak door O loodrecht op een variabcle vector 
z/0 aangeven met H2 en laten we aannemen dat ~(H 2 A S) continu 
afhangt van z. Dan is 
G(z): 7\ 17 - 1 (H AS) /zj 
z 
een afstandsfunctie; behorende bij een of ander sterlichaamTcRn. 
En we hebben 
dus ook 
'i\ n - '1 ( S , /\ ) ;; ?\ ( G y I\ .,) d ( /\ ) 
s t\. ( G ) d ( /\ "') 'l / n d ( /\) = 'i\ ( G ) c1 ( /\ ) 1 -1 / n . 
We vinden dus 
(17) 
Er zijn twee toepassingen bekend. DaarbiJ wordt eerst de functie 
G(z) bepaald (of naar boven geschat) en vervolgens de grootheid 
~(G) bestudeerd. Notuurlijk kunnen we, analoog aan (13), gebruik 
maken van de fornrulc 
als Sn_ 1 de projectie op het i-de co~rdinaatvlak is. 
I. F 3 (x) = / x~+x~+x§ [ (Mardell [ 8 ]) . 
Zij z/0., bi JV. z3/o. Ste llen we even 01,, =-z 1 /z3 , f3 =-Z~~/z3 , dan 
wordt de projecti0 van H2 r1 S op :;c)=O gegeven door I ¢(x,,i Jx2 ) I ~ 1., 
_) 
met 
De discriminant van deze vorm is 
D = -27('1+ °'J)~\1+13 5 ) 2 + 18.9(1+c1))(1+~3 )"'~\,:i 3+810:6 13 6 
- 4- • 2 7 ( 1 + c,) ) es 3 f3 6 - J+ • 2 7 ( 1 + r1 3 ) 0( 6 /3 3 
= -27[1+«6+/5+20:3+213:-l-2()(3~ 6 ] . 
Wegens bekende resultaten (oak gebruikt in 5,II en III) is 
r-(rzP) = ~ (D > 0) of "J -D/23 (D < OL dus 
,.,12(¢) 1231 6s. 1 i·ni I 1c 21!\ 6 r)L 3 3I 
" ~ 23 · 2 3 ?: 23 L 2 i _c_i<J 2 i 2 j · 
1'le vinden zo 
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II. (Mullender [13]). 
Zij z/0. Voor z1=0 en voor z2=z 3=o is H2 n S van oneindig type; dus 
G(z)=O. Dat mogen we dus uitsluiten. Dan is G(z)=!z1\/6 1 waarin 
6 de determinant is van het gcbied 
! 211 (z 2x 2 +z 3x 3 ) I max(x~,x~) ~ 1. 
Door de unimodulaire transform~tie ~ ,~ = f2 (x2±x3 ), zodat 
max(/ x2 l, !x3 i) = .~(I ~ I + l '1. j), gaat dit g~bied over in V2 ,,..., 1_ 
\ ( z2+z3 )l} + (z2-z3)11I. (!JI +l~lr~ a'B ·\z1\ 
ofwel I r cos 'P + 'Ye sin cp I. ( 111 +) 1 l )2~ 2/z1I. (z~+z~)- 1 / 2, 
met een zekere hoek tp , afhangend van z2 en z3 . Mullender bewijst :i 
door convexe zeshoeken in te passen, dat 
IYcos<p +17sincpj· (l~l+)7c!) 2 ~1 
voor elke ~ determinant ~ f; heeft. Dan is 
( ) 12 l l { I 1 ( 2 2)-A}-2/3 G z ~ 27 z1 . 2 z,I I • z2+Z3 "-
Wegens 5.iIII is nu 7\(G.3) ~ (~) 3 • 4/viJ. Dus is 
( 3 ) 0 7; ( 1!· . r:; }fr,::::: ) 1 ~ F ~ c 3 Vj V 23 = 2.400 ... · 
Davenport [1~·] verscherpt met de beschreven methode dit resultaat. 
Resultaten van dit type hebben implicaties inzake het probleem van 
de simultane approximatie van twee re~le getallen. 
7. De methode kan nag in een andere richting gegeneraliseerd warden. 
We beperken ons tot de eenheidsbol in R, stel S Jen beschouwen 
n 
k-dimensionale deelroosters L. Zij ~ k het kleinste getal z6 dat 
n, 
bij elk rooster /\ met dete rrninant 1 een l{-d imens ionaa 1 dee lrooster L 
bestaat met d(L) ~ ;, k' Dan is 7\ .-i::::7-(S)=/r.. Op dezelfde wijze als 
n, n, 1 n 
,.._ 11 , .-i -a 7'. ( t\ ) 1 /k 
,1 k,1 nJk ) 
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